IMPLEMENTACAO DO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO
EM 3D PARA PROBLEMAS DE VISCOELASTICIDADE

Adrian Alberto Betancur®; Carla Tatiana Mota Anflor Anflor?

Resumo

O estudo de materiais com comportamento viscoelasticos e viscoplastico tem sido muito
importante na engenharia dos materiais, devido a sua ampla aplicabilidade ligado também a
possibilidade de emprego de materiais biodegradaveis. Este trabalho € apresentado uma
modelagem tridimensional a partir do Método dos Elementos de Contorno (MEC) para a
analise de materiais viscoelasticos. O metodo foi implementado com elementos constantes
tridimensionais e o estudo foi realizado em um volume representativo obtido de outros
trabalhos de investigacdo reportados na literatura. Os resultados foram avaliados e
comparados com as solucfes analiticas e estudos realizados na literatura. Os resultados
mostraram concordancia satisfatdria na predicdo do comportamento viscoelastico empregando
0 modelo constitutivo de Kelvin-Voigt.

Palavras chaves: Método dos Elementos de Contorno (MEC), Viscoelasticidade, Modelo
tridimensional.

Abstract

The study materials with viscoelastic and viscoplastic behavior has been very important
engineering materials due to its wide applicability also linked to the possibility of use of
biodegradable materials. This paper presents a three-dimensional modeling from the
Boundary Element Method (BEM) for the analysis of viscoelastic materials. The method was
implemented with three-dimensional elements contained and the study was conducted on a
representative volume obtained from other research reported in the literature. The results were
evaluated and compared with the analytical solutions and studies in the literature. The results
showed good agreement in predicting the viscoelastic behavior using the constitutive model
of Kelvin-Voigt.

Keywords: Boundary Element Method (BEM), Viscoelastic, tridimensional Model.

Introducéo

A estimativa do comportamento efetivo de materiais compositos viscoelasticos tem sido
de consideravel interesse devido ao intenso uso em muitos componentes da engenharia
(DARIDON et al. 2016). Os materiais com comportamento viscoelésticos s&o materiais que
contém tanto um comportamento viscoso, devido a presenca de estruturas poliméricas e um
comportamento elastico devido & presenca de ligacfes que em sua maioria sdo metalicas. O
comportamento dos dois fendmenos (elastico e viscoso) se efetua por separado quando o
material é solicitado. O comportamento elastico é caracterizado pela movimentagéo leve dos

atomos a partir de sua posicdo de equilibrio e ao longo dos planos cristalograficos, enquanto o
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comportamento viscoso € produzido a partir da difusdo dos 4&tomos e das moléculas ao interior
do material (ASKELAND, 1998). Para a representacdo deste comportamento e da avaliagdo
das propriedades efetivas existem certos métodos que levam em consideracdo a historia do
processo durante as solicitacdes e podem expressar, por conseguinte, relagdes constitutivas na
forma diferencial ou na forma integral (Creus, 1989). Alguns modelos constitutivos foram
desenvolvidos nos ultimos anos (AMIN, ALAM AND OKUI 2002; BARDENHAGEN,
STOUT AND GRAY 1997; A. LION, 1996; A. LION, 1997; REESE AND GOVINDJEE,
1998) onde também foram pesquisadas as propriedades mecanicas dependentes da
temperatura em elastdmeros. Khan and H. Zhang, (2001) desenvolveram um modelo para
estudar a resposta de um polimero em estado de carga quase estatico e também estado de
carga dinamico. Com este modelo desenvolvido foi possivel determinar tanto as curvas de
fluéncia e de relaxacdo como a razdo de envelhecimento. Hasanpour and Ziaei-Rad, (2008)
apresentaram um modelo fenomenoldgico tridimensional viscoelasticoplastico para
polimeros. Este modelo foi baseado na suposicdo de que os esforcos podem ser
descompostos em duas partes: uma parte viscoelastica e uma parte elasticoplastica. A
comparacdo entre os dados numéricos e experimentais mostraram que o modelo proposto
podia representar satisfatoriamente o comportamento dos polimeros. Mesquita. A and Coda.
H, (2000) desenvolveram um modelo viscoeldstico em 2D fundamentados nos modelos
constitutivos de Kelvin e Boltzmann considerando o MEC e na sequéncia implementaram o
mesmo para método dos elementos finitos (MEF) (MESQUITA; CODA, 2002). Nesta
formulacdo os autores consideraram uma aproximacdo ao fenébmeno viscoelastico a partir de
uma equacdo com diferenciais de tempo, onde tal modelo implementado mostrou-se preciso e
de grande estabilidade.

No presente trabalho é apresentado um modelo em 3D para estudar o comportamento
viscoelastico de um material homogéneo. O modelo de viscoelasticidade esta baseado no
modelo constitutivo de Kelvin-Voigt. O modelo foi implementado mediante 0 método dos
elementos de contorno (MEC) onde o dominio de andlises é dividido por elementos
constantes lineares. Ao final, os dados foram validados com dados experimentais e com a

solucdo analitica.

1 Marco Teérico

O comportamento viscoelastico obedece a certas regras conhecidas como regras
hereditarias, que, hoje em dia, sdo conhecidas como leis de viscoelasticidade. Em um
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processo de solicitagcdo os deslocamentos e as tensdes que acontecem em um material
viscoelastico sdo variaveis que dependem do tempo; entdo, as componentes cartesianas das

tensbes o e a deformagbes & sdo funcOes definida num intervalo temporal
(t1 <t Stz) (Gurting and Sternberg, 1961). A relacdo constitutiva é apresentada mediante a Eq.

1.
O'(t) = C(g(t)) (1)
Onde C segundo Gurting and Sternberg, ( 1961) € uma transformagéo que associa cada
histérico de deformacBes a um histdrico de tensdes. Essa lei hereditaria estd sujeita a uma
série de restricdes que devem se cumprir durante a modelagem para uma completa descricao
de um comportamento viscoso. Para se conhecer as restricbes e as formulagdes de

viscoelasticas mais detalhadas remitimos aos leitores aos trabalhos Gurting and Sternberg
(1961) e Schapery, (1997).

1.2 Representacao Integral

Gurting and Sternberg, (1961) sugerem gque uma representacdo matematica que envolve
um comportamento viscoelastico deve estar em fungdo do tempo atual t e de um tempo em
que O processo comegou a acontecer 7. Isto, expressado em termos matematicos é
apresentado na Eq. 2.

R, =R, (t,7) )

Onde R ¢ a resposta do material a qualquer solicitacdo H . Geralmente, as respostas R
dos problemas, tanto em visco-elasticidade como em visco-plasticidade sdo dadas por
integrais especificas de convolucéo.

A integral de convolucdo de Stieltjes ¢ uma das mais fundamentais da mecénica
hereditéria, a qual permite conhecer as tensdes em funcdo das deformacGes. Este teorema

estabelece que para toda lei hereditaria linear C entre dois tensores de segunda ordem (&,0),

corresponde uma Unica funcdo tensorial de quarta ordem G definida no intervalo temporal
(—o0,0), conforme apresentado na Eq. 3.
t

oy =&, *dGy, = I gq (t-7)dG(7),, (3)

A fungdo G possui as propriedades de simetria G, =G, =G, . A demonstracéo desse

teorema estd presente em Gurting e Sternberg, (1961). O operador integral de convolugéo
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deve cumprir as propriedades de comutatividade, associatividade e distribuigéo. Isto permite a
definicdo das relagOes constitutivas para encontrar as tensdes e 0s deslocamentos num

problema de comportamento viscoelastico. Para o caso das tensdes tem-se a Eq. 4.
t
o, = J. Gy (t—7)de(7),
- (4)
E para o caso das deformagdes tem-se a Eq.5.

t
& = I Dy (t—7)do(7),

- (®)
As propriedades constitutivas do material sdo representadas pelas fun¢es G(t) e D(t)
que, quando utilizadas nas Eq. 4 e Eq. 5, fornecem a tensdo (ou deformacédo) para um dado
histérico de deformacéo (ou tensdo). A Eq. (4) é conhecida como lei integral de fluéncia e a
Eq. (5) é conhecida como funcdo de relaxagdo. Os modulos de relaxagdo ou de fluéncia
podem ser determinados a partir do monitoramento de testes experimentais de relaxacdo ou de
fluéncia (também conhecido como Creep estatico) respectivamente. Para determinar funcgéo
de relaxacdo pode-se aplicar um histérico de deformacgdes constantes no tempo enquanto se
monitora o comportamento das tensdes de resposta. Para o caso da funcdo de fluéncia, séo
aplicados histéricos constantes de tensdo e monitora-se a evolucdo das deformacdes. Existe
outra forma de estabelecer a lei constitutiva viscoelastica, além da tradicional forma integral e
diferencial, que € utilizando modelos analdgicos mecanicos. A teoria dos modelos analdgicos
mecanicos é analoga a teoria dos circuitos elétricos (TSCHOEGL, 1989). Nesses modelos, 0s
fendmenos fisicos envolvidos sdo representados por elementos graficos que podem ser
conectados entre si, de forma a reproduzir determinado comportamento. De modo geral, esse
procedimento facilita o processo de andlise do sistema mecanico. A Figura 1 ilustra um
elemento de mola unidimensional o qual apresenta ao mesmo tempo um material com
comportamento elastico linear. Este comportamento caracteriza-se pela possibilidade do
material recuperar sua condicdo inicial apoés a retirada da solicitacdo. Neste modelo E

representa 0 mddulo de Young e ¢ é a deslocamento do material.

Figura 1- Representacdo do modelo de Hooke.

E
o 4—0—/|/I/I/I/—-—h- c
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Fonte: Carbone, (2007).
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A Figura 2 representa um elemento de amortecedor unidimensional o qual representa ao
mesmo tempo um material com comportamentos puramente viscosos. Esse tipo de material
apresenta tensdes que sdo proporcionais a taxa de deformacdo que o material sofre e ndo a
deformacéo propriamente dita. Este comportamento é descrito pelo modelo de Newton. Neste
caso, 0 material pode alterar sua configuracdo apresentando deformacgdes permanentes.
Figura 2- Representacdo do modelo de Newton.
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Fonte: Carbone, (2007).

O comportamento viscoelastico (Fig. 3), que possui caracteristicas intermediarias aos
dois modelos descritos, é representado a partir da associacdo dos dois elementos
anteriormente apresentados. Uma possibilidade de associagdo direta €, por exemplo, dispor 0s
dois elementos em série (Modelos de Maxwell) ou em paralelo (Modelos de Kelvin-\Voigt).
Neste trabalho sera considerado o modelo constitutivo de Kelvin-\oigt.

Figura 3- Modelo viscoelastico de Kelvin-Voigt.
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Fonte: Carbone, (2007).

As relagOes para o caso do comportamento elastico-linear serdo dadas pela Eq. 6.
o =E&° (6)
Onde o superindice e indica a parte elastica. Para o caso viscoso, define-se 0
comportamento do material como um fluido Newtoniano, e a relagdo constitutiva vém sendo
apresentada pela Eq. 7.
o' =yé' @)
Onde o superindice v indica a parte viscosa.
Equilibrio estara dado pela Eq. 8.
oc=0c"+0" (8)

A equacdo de compatibilidade € representada pela Eq. 9.
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e(t)=e"(t)=¢"(t) 9)
Logo, as equacdes constitutivas sdo as apresentadas na Eq. 10.

o° (t)=E&(t)

o' (t) =" (1)

Substituindo as equagdes constitutivas e de compatibilidade na equacdo de equilibrio

(10)

(Eq.8), obtém-se a equacéo diferencial do modelo.
o(t)=Ee(t)+y2(t) (11)
Para um dado historico de tensdes, a solucdo da equacao diferencial linear de primeira

ordem € apresentada na Eq. 12.
1t Eo)
e(t)y=—1o(t)e” dr (12)
(V="T e

Integrando por partes, encontra-se a funcdo de fluéncia fornecida pelo modelo

apresentado na Eq.13.

1 L)
D(t—r):E(l—e 7 ] (13)

Observa-se que, quando t tende ao infinito, obtém-se &(«)=0,/E, que corresponde a
uma solucdo elastica assintotica, que ocorre quando toda tenséo é suportada pela mola. Para
um dado histdrico de deformacéo, é possivel obter a tensdo atual diretamente por meio da Eq.
11. Um teste de relaxacdo é fisicamente impossivel com o modelo constitutivo de Kelvin-
Voigt, pois £(t)=¢,5(t), 0 que corresponderia a uma tensdo inicial infinitamente alta, logo,

ndo ha funcédo de relaxacdo correspondente para esse modelo.
2 Metodologia

As equacOes fenomenoldgicas implementadas no MEC foram empregadas para o estudo
de um prisma viscoelastico submetido a uma forga constante. A geometria foi discretizada em
54 elementos constantes, conforme ilustrado na Fig. 4. As faces “A” e “B” tiveram condi¢des
de contorno de engaste e forca constante, respectivamente. A carga constante foi aplicada por

um periodo de 45 dias.
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Figura 4 - Discretizacdo da geometria para implementacdo do modelo de Kelvin-Voigt.

Fonte: Os autores, (2016).
Considerando o modelo mecanico andlogo e o método dos residuos ponderados

pertinente a formulacdo do MEC parte-se da equacao de equilibrio, conforme apresentada na
Eq. 14.

[ug (o +b)da=0 (14)

Onde @ é o dominio analisado e u;, é a solugdo fundamental de Kelvin. Logo, impondo

as relacOes viscoelasticas apresentadas na Eq. 11 e aplicando o teorema da divergéncia chega-

se na Eq. 15.
[ugpdr = [ 54,Cine, dQ— [ 657 Ciné,,dQ+ [ughdQ =0 (15)
r Q Q Q
Onde 1 € a contorno do corpo analisado. Logo, considerando que,
gljijCiljmglm = O-Ijlmglm = O-I:Imul,m = O-:ijui,j (16)
* Im - * . * . *
gkijycijmglm = VOm€im = VOumlUim = VOii (17)
E substituindo tais consideracfes na Eg. 15 resulta a Eq. 18.
[ugpdT - [ogu, [ dQ—y[ oy, Q-+ [uihdQ =0 (18)
r Q Q Q

Ao integrar por partes o segundo e o terceiro termo da Eq. 18 obtém-se a Eq. 19.

[ugpdl = [ognudl+ oy udQ—y [ ognudl+y [ oy udQ+ [ugbdQ =0 (19)
r Q Q r Q Q

A Eq. 19 pode ser reescrita ao usar o teorema fundamental do equilibrio.
O_l:ij,j = _5( P, S)5ki (20)
Onde 5( p, s) é a funcdo Delta de Dirac, s é o ponto campo e p o ponto fonte.

Aplicando a Eq. 20 a Eq. 19 e levando em consideracao as propriedades do delta de Dirac e o

fato de que o—:ij | = P, » obtém-se finalmente a representagio da equacéo integral viscoelastica

do modelo constitutivo de Kelvin-\Voigt, conforme a Eq. 21.
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Cau; (p)+7Cau(p) = [ugpdl - [ prudl -y [ prudT+ fughd  (21)
r r r Q

Onde C, é o mesmo termo obtido para a formulacdo elastica. Para o problema

algébrico computacional as fronteiras da superficie I do dominio analisado foram divididas

por subdominios T, onde as variaveis foram aproximadas, seguindo a Eq. 22.

pi = ¢ pia
U, = Uy (22)
i = g0y

Onde ¢“e « sdo as funcbes de forma e p o0 nd do elemento, respectivamente. Os
valores de P*, U” eU” sdo variaveis nodais. Adotando essas aproximac¢Ges numa

representacdo integral para deslocamentos e tracdes, obtém-se a Eq. 23.
CkiUi (p)+7/ckiui (p):ZJu:i¢adF5Pia _ZJ. P dl U/ _72_[ p:i¢adrsuia +b|z_‘. BdQ (23)
c=1 T s=1 T s=1 T s=1 ()
A Eq. 23 pode ser apresentada sob a forma matricial representando a discretizacdo do
problema.
HU (t)+»HU (t) =GP (t)+Bb(t) (24)
Para a solucdo da equacdo matricial das diferenciais temporais (Eq. 24) € necessario
aproximar a velocidade no tempo. Este procedimento € realizado adotando-se um
comportamento linear ao longo do tempo, conforme apresentado na Eq. 25.
. u.,-U
U — s+1 S 25
s+1 At ( )

3 Resultados Numeéricos

Para a validacdo do modelo proposto em 3D foi discretizado um prisma conforme
apresentado na figura 5, considerando a auséncia de forca de corpo. A geometria do prisma
estd submetida a um carregamento constante em uma de suas extremidades e a um engaste na
outra. Os parametros de solicitacdo e as propriedades fisicas do material sdo apresentados na
tab. 1.
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Figura 5- Detalhe das dimensGes e das condigdes de contorno.

L
p :j
t —7P(1)
> h —2 5
y —>
A B

Fonte: Os autores, (2016).
Tabela 1- Propriedades fisicas do material.

Propriedades fisicas Geometria

E = 22,5757 kN/mm? L =800mm

v = 4,4545dia h =100mm

v=0 p =100mm
Pardmetro de anélise Carregamento
At=1dia P(t)=0,005kN/mm?’

tempo total = 45dias
Fonte: Os autores, (2016).

Os valores dos deslocamentos avaliados na face B sdo obtidos com a implementacao
propostos usando MEC e posteriormente comparados com a curva analitica deste problema,
conforme ilustrado na Figura 6. E possivel verificar que o modelo implementado foi capaz de
predizer o comportamento viscoelastico do problema analisado pela concordancia satisfatoria
da curva numérica com a analitica obtida a partir da Eq.13. Isto indica que para um passo
temporal diario unitario o método implementado prediz o comportamento viscoelastico do
material, apresentando coeréncia com os resultados obtidos por Mesquita e Coda, (2000),
(2002).

Figura 6 - Resposta em termos de deslocamentos na face A do dominio.

Andlitico
0.1 ¢ Numérico |

Deslocamento(mm)

o r r r r r r r r
(o] 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Tempo(dias)

Fonte: Os autores, (2016).
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No passo seguinte foi avaliado a estabilidade do método implementado. Para estas
andlises foi utilizada uma variacao temporal dos deslocamentos mudando os passos temporais
em 1, 2, 3, 5 e 9 dias, durante cada rodada. Os resultados obtidos sdo apresentados na Fig. 7.
Neste caso pode ser observado que nos primeiros dias 0 método tem uma leve diferenca com
respeito ao método analitico, mas que vai se estabilizando a medida que os dias vdo passando
e 0 comportamento viscoso vai sendo alcangando. De forma geral os resultados apresentaram
uma boa estabilidade.

Figura 7- Andlise da estabilidade do método com a variacéo dos espacos de tempo.

0.18

0.16

0.14

0.12

0.1

0.08

Deslocamento(mm)

0.06

0.04

0.02

0 r r r r r r r r
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
Tempo(dias)

Fonte: Os autores, (2016).

4 Conclusodes

Neste trabalho foi proposto a implementacdo de um modelo em 3D para a formulacéo
do método dos elementos de Contorno (MEC) aplicado a teoria da viscoelasticidade. O
modelo implementado considerou a teoria de Kelvin-\Voigt e apresentou uma boa
concordancia com resultados analiticos e com dados reportados na literatura. A consisténcia
do método aplicado também pode ser comprovada ao confrontar com diferencas de espacos
de tempo entre cada ensaio, mostrando-se assim, a qualidade e consisténcia do modelo
implementado. O modelo implementado esta dedicado a solucdo de materiais homogéneos e a

implementacéo para materiais heterogéneos esta em desenvolvimento.
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