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Resumo. E comum o levantamento de dados onde a varidncia observada é maior que a variancia esperada sob um modelo
adotado. Observagdes com essa propriedade sdo denominadas superdispersas ou que apresentam superdispersdo. Para modelar essas
observagdes devemos considerar modelos que levem em consideragio esse acréscimo de variabilidade. Neste trabalho apresentamos
a distribuigio binomial correlacionada, utilizada, entre outras, para modelar o fendmeno da superdispersio. Adotamos uma
abordagem bayesiana e analisamos a sensibilidade da distribui¢do a posteriori em relagio a diferentes distribui¢des a priori para a
probabilidade de sucesso. Concluimos que nas situagoes onde a informagdo a priori ndo esteja disponibilizada, qualquer priori de
referéncia apresentada neste trabalho pode ser usada sem prejuizo para os resultados a posteriori.

Palavras-chave: Inferéncia bayesiana, Distribuigio binomial correlacionada.

Abstract. It is usual the occurrence of data where the observed variance is larger than the expected variance under a certain
specific model. This phenomenon is denominated overdispersion. In modeling of these observations we should consider models that
take in consideration this variability increment. In this work we presented the correlated binomial distribution proposed by Luceiio
(1995), used, among other, to model the phenomenon of the overdispersion. We adopted an Bayesian approach and we analyzed the
sensibility of the posterior distribution, in relation to different prior distributions, for the probability of success p.
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1. INTRODUCAO

Dados com grande variabilidade, ndo permitindo
que os modelos usuais expliquem de maneira adequada
toda a variabilidade observada, sio denominados
superdispersos ou que apresentam superdispersdo. Nestes
casos a variancia observada é maior que a variincia
esperada sob o modelo adotado. A superdispersio nio é
incomum na prdtica. McCullagh e Nelder [6] afirmam que
superdispersio ¢ uma regra e a dispersio nominal a
excegdo. Sdo muitas e diferentes as possiveis causas para
a  superdispersdo.  Algumas  possibilidades  sdo:
variabilidade do material, correlagdo entre respostas
individuais, amostragem por conglomerado, outliers e
agrupamento de dados.

A literatura apresenta diferentes explicagdes para
o processo de superdispersdo, mas, em geral, é dificil
concluir sobre a causa exata ou o processo que produz a
superdispersdo. Virios autores propuseram diferentes
modelos para ajustar o fenémeno da superdispersio,
destacando-se entre eles Kupper e Haseman [3], Williams
[8], Luceno [4], Luceiio e Ceballos [5] e Hinde e
Demétrio [2].
O modelo apresentado por Lucefio [4] estuda a varia¢do
extra-binomial considerando Y = W1 +...+ Wn,

k
I(p.pIn,_v,._v:,...,yk)=Z[log{[’
i=1

i

onde
Wr, r = I, .., n, € uma varidvel de Bernoulli e p =
Com(Wr,Ws), r#s, (< p <1 ., € o coeficiente de
correlagdo existente entre as varidveis de
Bernoulli. O modelo proposto assume implicitamente que
qualquer um dos n individuos incluidos na amostra
pertencem a um exclusivo bloco equicorrelacionado.
Neste trabalho estudamos o modelo binomial
correlacionado, BC(n,p,p), apresentado por Luceio [4]
sob o enfoque Bayesiano e verificamos a sensibilidade a
posteriori em relagdo a diferentes distribui¢des a priori
utilizadas para a probabilidade de sucesso p.

2. MODELO BINOMIAL CORRELACIONADO:

BC(N,P,p)
Luceiio [4] apresenta um modelo binomial
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= L n ."‘*u_-l (n—y, B Ly = S
ﬂ(pln.p,a,ﬂ.y)ocﬂ{[ ]p Y(1-p) HT(I-P)IM(}'.-HP" ¥ (=p) *

correlacionado, BC(n,p,p), que pode ser utilizado para
modelar o fenémeno da superdispersio. O modelo
generaliza a distribuicao binomial ordindria, B(n,p). Seja
Y=W,+.+ W,onde W,, r = ], ..., n, é uma variavel de
Bernoulli, com E(W,) = p, Var(W,) = p(l-p) e
Corr(iW,W,) = p, 0<p<1. A distribuigio de
probabilidade de Y € obtida da combinagdo de duas
varidveis aleatorias: uma varidvel binomial, B(np),
presente com probabilidade (/-p) e uma varidvel de

Bernoulli modificada “0 e n” Fu e Sproule [1], Mbern(p),
presente com probabilidade p. Desta forma, a fungio de
distribuigdo de probabilidade de Y dado n, p, p pode ser
escrita como

¥ An=y

n .
P(Y=)'In,p.p)=[v}lr'(l-p)""(l—p)l,..()')+ pl=p) " pla(y),

onde A1={0,1,..,n},A2={0,n}ey=0,1, .., n.

As estruturas de média e varidncia sdo dadas por
E(Y) = np e Var(Y) = p(1-p){n+pn(n-1)).

Observamos que a variancia apresenta um termo
a mais do que a variidncia do modelo binomial ordindrio.
A variag@o extra-binomial tem origem no coeficiente de
correlagdo p entre as varidveis de Bernoulli W,, r = I, ...,
n. Para p = 0 o modelo BC(n,p, p) equivale ao modelo
B(n,p).

2.1. Funcao de verossimilhanca

Dada uma amostra aleatéria Y, Y, ..., Y, da
distribuicdo BC(n,p, p), o logaritmo da fungdo de
verossimilhanga para o modelo binomial correlacionado é
dado pela equagio (1).

¥ (n=y;)

. (1)
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3. INFERENCIA BAYESIANA

Uma andlise Bayesiana do modelo binomial
correlacionado € feita considerando n e p fixos e
assumindo uma distribui¢do a priori Beta(a,f3) para p,
com hiperparametros « e 8 conhecidos, ou seja,

p ~ Beta(et, B), ., >0.

A notagdo Beta(o,f3) serd usada também para
denotar distribui¢des a priori de referéncia (ver Smith,
1991), tais como Bera(0,0), Bera(0,1), Beta('s ) e
Beta(1,1).

Combinando a fungdo de verossimilhanga, dada
em (1), com a fungdo densidade a priori para p
encontramos a seguinte distribui¢ao a posteriori para p
dados n, p, a, Bey, onde y = (y;, ..., yo) € 0 vetor de
observagdes,

v, a-1 (n—y,) p-1

Py, )} @

Nao € dificil mostrar que se n(p) é uma das
quatro  distribuicdes a priori de referéncia dadas
anteriormente, a posteriori mpln,p,afy) existe. A
esperanca e varidncia a posteriori de p sdo dadas,
respectivamente, por

1
E(pln,p,a,B,y) =_[p7r(pln,p,a,ﬁ,y)dp: 3
0
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Var(pin,p,a,B,y)=E(p* In,p,a,B,y)-(E(p| ,,,p_a‘ﬂ,y)){muito pequenas. Nestes casos as esperangas a posteriori

(4)
e a mediana m a posteriori de p € calculada da forma
m ]
jn(pln,p,a,ﬁ,y)dp=5- s)
0

3.1. Sensibilidade da distribui¢éo a posteriori

Nesta se¢dao estudamos a sensibilidade da
distribuicdo a posteriori para p, dada pela expressdo (2),
com relagio a quatro distribui¢bes a priori ndo
informativas e cinco distribui¢bes informativas. As
caracteristicas a posteriori sdo calculadas de forma exata
através de (3), (4) e (5). Os pares de valores para os
hiperparimetros o e f3 da distribui¢@o a priori Beta sdo (@,
B) = (0, 0), (0, 1), (%, %) e (I, 1), determinando
distribuicbes a priori ndo informativas ou prioris de
referéncia, e os pares (5, 15), (15, 5), (10, 10), (2, 100) e
(100, 1) determinando distribui¢des a priori informativas.

Na Tabela 1 sdo apresentadas as caracteristicas a
posteriori exatas de p considerando uma amostra aleatéria
vi, i = 1, ..., 30, seguindo distribui¢io BC(20; 0,5; 0,8).

Tabela 1 — Caracteristicas a posteriori de p considerando
diferentes distribuigoes a priori, considerando wma amostra
aleatoria seguindo distribuicao BC(20; 0,5, 0,8).

estdo distantes do verdadeiro valor de p e mesmo assim
notamos a influéncia da verossimilhanga nos resultados.
Na Tabela 2 sdo apresentadas as caracteristicas a
posteriori exatas de p considerando uma amostra aleat6ria
de y;, i = 1, ..., 30, seguindo distribui¢do BC(20; 0,1; 0,8).

Tabela 2 — Caracteristicas a posteriori de p considerando
diferentes distribuigées a priori, considerando uma amostra
aleatoria seguindo distribui¢do BC(20; 0.1; 0,8).

Priori E(p\n,p,a,By) Var(pin,p,a.By) Mediana
Beta(0,0) 0,1196 0,0006 0,1183
Beta(0,1) 0,1190 0,0005 0,1177
Beta(Ys, ) 0,1216 0,0006 0,1203
Beta(l,1) 0,1236 0,0006 0,1223
Beta(5,15) 0,1321 0,0005 0,1309
Beta(15,5) 0,1792 0,0007 0,1782
Beta(10,10) 0,1557 0,0006 0,1547
Beta(2,100) 0,0847 0,0003 0,0837
Beta(100,1) 0,4139 0,0008 0,4137

Priori E(p\n.p,aBy) Var(p\n,p,e.fy) Mediana
Beta(0,0) 0,5000 0,0017 0,5000
Beta(0,1) 0,4966 0,0017 0,4965
Beta(", 12) 0,5000 0,0017 0,5000
Beta(1,1) 0,5000 0,0017 0,5000
Beta(5,15) 0,4695 0,0015 0,4694
Beta(15,5) 0,5305 0,0015 0,5306
Beta(10,10) 0,5000 0,0015 0,5000
Beta(2,100) 0,3007 0,0009 0,3002
Beta(100,1) 0,7022 0,0009 0,7027

Para uma amostra aleatéria seguindo BC(20; 0,5;
0.8) as caracteristicas a posteriori, considerando as quatro
prioris ndo  informativas, apresentam  pequena
variabilidade nos resultados em rela¢do ao verdadeiro
valor do pardmetro, indicando insensibilidade a posteriori
em relagdo a estas prioris.

Apesar de as distribui¢des a priori Beta(5, 15)
(esperanga = 0,25 e variancia. = 0,0089) e Beta(15,5)
(esperanca = 0,75 e variancia = 0,0089) serem
informativas, as caracteristicas a posteriori também
apresentam pequena variabilidade em relacao ao
verdadeiro valor do parimetro. Percebemos, nestes casos,
uma predominancia da verossimilhanga.

A distribui¢do a priori Beta(10,10) (esperanca =
0,50 e varidncia = 0,0119) possui melhor resultado a
posteriori, pois apresenta demasiada informagao a priori.

As informagdes fornecidas pelas distribuigdes a
priori Beta(2,100) (esperanga = 0,0196 e varidncia =
0,0002), Beta(100,1) (esperanga = (,9901 e varidncia =
0,0001) sdo extremamente informativas, com variincias

Neste caso, as caracteristicas a posteriori
considerando distribui¢des a priori ndo informativas
também apresentam resultados préximos do verdadeiro
valor do pardmetro. Quando consideramos priori
informativas novamente percebemos a predomindncia da
verossimilhanga nas caracteristicas a posteriori.

Virios outros cendrios foram executados, tais
como BC(20; 0,5; 0,5), BC(20; 0,5; 0,2) e BC(20; 0,9;
0,2). Todos os resultados encontrados foram similares aos
apresentados.

4. CONCLUSAO

Para distribui¢des a priori ndo informativas, ou
prioris de referéncia, as caracteristicas a posteriori para p,
considerando diferentes amostras aleatérias de y, i = 1,
., 30, seguindo distribui¢des BC(n,p,p), apresentam
pequena variabilidade em relagio ao verdadeiro valor do
parametro. Para algumas das distribui¢des a priori
informativas as caracteristicas a posteriori, considerando
certas amostras aleatdrias de y;, apresentam uma pequena
variabilidade em relagcdo ao verdadeiro valor de p. Nos
casos onde atribuimos distribui¢des a priori informativas
notamos a predomindncia da verossimilhanga nas
caracteristicas a posteriori, fazendo com que os resultados
estejam proximos do verdadeiro valor do pardmetro. Em
algumas situagdoes os resultados estdo distantes do
verdadeiro valor de p, mas mesmo assim notamos a
influéncia da verossimilhanga. Assim, concluimos que nas
situagbes onde a informa¢do a priori ndo esteja
disponibilizada, qualquer priori de referéncia apresentada
neste trabalho pode ser usada sem prejuizo para os
resultados a posteriori.

REFERENCIAS
[1] FU, J.,, SPROULE, R. A. A generalizations of the
binomial distribution, Communications in Statistics:
Theory e Methods, v. 24, n. 10, p. 2645-2658, 1995.

RETEC - Revista de Tecnologias, Ourinhos, v. 1, n. 1, p. 49-52, julho-dezembro. 2004



TUTIA. M.A; DINIZ, C. A R; LEITE, J. G

[2] HINDE, J., DEMETRIO, C. G. B. Overdispersion
models and estimation, Computational Statistics & Data
Analysis, v. 27, p. 151-170, 1998.

[3] KUPPER, L. L., HASEMAN, J. K. The use of a
correlated binomial model for the analysis of certain
toxicological experiments, Biometrics, v. 34, p. 67-76,
1978.

[4] LUCENO, A. A family of partially correlated Poisson
models for overdispersion, Computational Statistics &
Data Analysis, v. 20, p. 511-520, 1995.

[5] LUCENO, A., CEBALLOS, F. Describing extra-
binomial variation with partially correlated models,
Communications in Statistics: Theory and Methods, v. 24,
n. 6, p. 1637-1653, 1995.

[6] MCCULLAGH, P., NELDER, J. A. Generalized
Linear Model, 2 ed., London: Chapman & Hall, 1989.

[7] SMITH, P. J. Bayesian analyses for a multiple
capture-recapture model, Biometrika, v. 78, n. 2, p. 399-
407, 1991. )

[8] WILLIAMS, D. A. Extra-binomial variation in
logistic linear models, Journal of the Royval Statistical
Society Series C,v. 31, n. 2, pl 144-148, 1982.

RETEC - Revista de Tecnologias, Ourinhos, v. 1, n. 1, p. 49-52, julho-dezembro. 2004




